PODSTAWY MECHANIKI

(pierwszy rozdziat podrecznika ,,Fizyka na starcie”)

Mechanika jeszcze w XIX wieku traktowana byla jako czg$¢ matematyki (to przeciez z mechaniki pochodzi
stosowany obecnie we wszystkich dziedzinach wiedzy rachunek rézniczkowy i catkowy). Spostrzezono jednak jej
praktyczny zwiazek z takimi dziedzinami jak np. fizyka duzych szybkosci czy fizyka §wiatta. Dlatego obecnie jest

dzialem fizyki, w jakim analizuje si¢ stany materii w przestrzeni i czasie. Podstawy mechaniki sa jednocze$nie

podstawami fizyki, poniewaz wprowadzaja grupg poje¢ wykorzystywanych we wszystkich dzialach, zaréwno
fizyki klasycznej, jak i wspétczesnej, a takze w réznego rodzaju dziedzinach inzynierskich.

W dydaktyce fizyki mechanika dzieli si¢ na dwa poddziaty: statyke i dynamike.

STATYKA, to analiza zachowan materii, na jaka dziataja sity; przy czym sily te réwnowaza si¢! Na przyktad

dwie sprezyny widoczne na rys. 1.1 ,,podpieraja” kulg o cigzarze Fg. Owo podpieranie, to nacisk dwoch sit Fy i F,

sktadajacych sig na sit¢ wypadkowa, réwnowazaca sitg cigzaru Fg.

a - b

Rys. 1.1. Przykiad statyczny (a) oraz jego matematyczny model (idea) w zobrazowaniu graficznym (b).
Czytelnik moze sprawdzi¢ metoda graficzna, czy suma sit F1, F2 i F3 rzeczywiscie réwna jest zeru.

DYNAMIKA, to analiza zachowan materii, na jaka dziataja sily niezréwnowazone. Powiedzmy to w inny sposdb:
jest to sytuacja, w jakiej na okreslong masg dziata (niezerowa) sila i, w wyniku jej dzialania, masa ta porusza si¢

ruchem zmiennym. Na przyktad na rys. 1.2 jabtko porusza si¢ ruchem jednostajnie zmiennym, poniewaz dziata na

nie stata sita przyciggania ziemskiego (warto poszuka¢ w na stronach internetowych informacji pojawiajacych si¢ w
wyniku zestawienia hasetl: ,Tower of Pisa” + Galileo/Galileusz). W rzeczywistosci ruch jednostajnie zmienny - to tylko
model-idea, poniewaz pominigty zostat opér powietrza, ewentualny wiatr i jego zawirowania, nieréwnomierno$¢

przestrzennego rozkladu pola grawitacyjnego, elektryzowanie podczas tarcia o powietrze, itd.

Dyaresja

W przyrodzie nie ma zjawisk, ktérych przebieg w petni odpowiadatby wyobrazeniu idealnemu (jako ze
swoim przebiegiem co najwyzej upodabniaja sie do idei). Powiedzmy to inaczej: w fizyce postugujemy
sie modelami/ideami, czyli uproszczonymi opisami zjawisk — poszukujemy zatem prostych zasad
(modeli, idei), jakie w zadowalajacym stopniu pozwola przewidywac przebieg zjawisk. Jezeli pojawiaja
sie trudnosci - wprowadza sie takze fenomenologiczne opisy zjawisk i dobiera do nich formuty
matematyczne.
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F=mg

a

Rys. 1.2. Przyktad dynamiczny (a) oraz jego idea (b).
Czy jakies elementy obrazka po lewej odpowiadaja przypadkowi statycznemu?

Uwaga! Materi¢ w stanie ruchu jednostajnego nalezy rowniez traktowac jako przypadek statyczny, poniewaz w
ukladzie poruszajacym si¢ jednostajnie z predko$cia tej materii, materia owa trwa w bezruchu (pozostaje w
spoczynku).

Warto rozwazy¢ przyktady na rys. 1.3 i ustali¢, ktére z nich przedstawiaja sytuacj¢ statyczna, a ktére dynamiczna.

B B H ‘ |
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Rys. 1.3. Przyktady statyczne i dynamiczne. Do statycznych naleza te, w jakich suma
przytozonych sit jest réwna zeru. Np. dom stoi w nieruchomo (nie zapada si¢), bo jego cigzar
zréwnowazony jest przez oddolny nacisk gruntu, a kulka w cieczy opada ruchem jednostajnym,
poniewaz cigzar zréwnowazony jest sita wypornosci i sita Stokesa. Tylko sytuacje a i e zaliczaja
si¢ do dynamicznych. W przypadku a jest to ruch jednostajnie zmienny prostoliniowy, a w
przypadku b - ruch zmienny, poniewaz przys$pieszenie (tzw. przys$pieszenie dosrodkowe) caty
czas si¢ zmienia (co do kierunku i zwrotu).

Dom i most na rys 1.3d i 1.3f dla obserwatora zwiazanego z powierzchnia Ziemi sa sytuacjami statycznymi.
Natomiast Ksigzyc krazacy wokoél Ziemi (rys. 1.3e), dla kazdego obserwatora stanowi przypadek dynamiczny
(poniewaz grawitacyjna sita przyciagania dosrodkowego w tym ruchu stale si¢ zmienia, i to zaréwno co do
kierunku jak i zwrotu). Spadochroniarz (rys. 1.3b) to takze sytuacja statyczna, poniewaz sila przyciagania
grawitacyjnego jest zrbwnowazona sita oporu powietrza dziatajaca na czasz¢ spadochronu (sita oporu powietrza
jest proporcjonalna do szybkoéci ruchu spadochronu). Kulka opadajaca w cieczy (rys. 1.3c) — to kolejna sytuacja

statyczna, poniewaz sita grawitacyjna dziatajaca na kulke jest zréwnowazona dwiema sitami:
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- tzw. sila Stokesa, czyli sifq, ktéra dziata na kulkg w tym samym kierunku, ale ze zwrotem przeciwnym do
zwrotu opadania (sita Stokesa jest proporcjonalna do promienia kulki i szybkosci jej opadania);
- sita Archimedesa (sita Archimedesa - zwana sita wypornosci - jest rowna cigzarowi cieczy o objetosci
kulki, o kierunku pionowym, ze zwrotem do gory).

W poczatkowej chwili opadania kulki sity nie sa jeszcze zréwnowazone (sytuacja dynamiczna). Dopiero po
osiagnigciu przez kulkg odpowiedniej szybkos$ci mamy do czynienia z sytuacja statyczna. A klocek zsuwajacy sig z
réwni pochytej (rys. 3a)? Otéz, jezeli sktadowa sity grawitacyjnej wzdtuz réwni jest wigksza od sity tarcia — mamy
do czynienia z sytuacja dynamiczna. Ale moze si¢ zdarzy¢, Ze sifa tarcia jest réwna sile zsuwajacej. Wtedy klocek
jest nieruchomy wzgledem réwni, albo porusza si¢ ruchem jednostajnym — bedzie to sytuacja statyczna (ale malo w
tym przypadku prawdopodobna). Nawiazujac jeszcze raz do rys. 2a zauwazymy, ze gdyby przedstawiona na tym
rysunku ,,the Pisa Tower” byla duzo wyzsza (moze jak biblijna wieza Babel ;-) jabtko rozpedzito by sig tak bardzo,
ze sita grawitacyjna zréwnataby sig z sila oporu powietrza (podobnie jak w przypadku kulki spadajacej w cieczy na
rys. 3c). Jest mozliwe sformulowanie kinematycznej zasady, wg jakiej ustalamy, czy materia jest w stanie
statycznym, czy nie. Oto owa zasada: jezeli mozna obserwatora umiesci¢ w uktadzie wspéirzednych poruszajacym
si¢ ruchem jednostajnym tak, Zze obserwator widzi materi¢ w bezruchu — to na pewno jest to sytuacja statyczna.
Dlatego — uwaga! To, ze widzimy iz materia przemieszcza si¢, wcale nie jest dowodem, ze nie znajduje si¢ ona w
sytuacji statyczne;j!
W mechanice, oprécz pojecia ,,statyka” i ,,dynamika” funkcjonuje pojecie ,.kinematyka” (podkreslenia wskazuja
miejsce akcentu podczas wypowiadania tych wyrazéw). Kine-ma-tyka to dzial fizyki zajmujacy si¢ opisywaniem
ruchu bez rozwazan nad tym, jakie sity ten ruch wywotuja. Jednakze to, co zaliczamy do kinematyki zawarte jest
takze w dy-na-mice, gdzie opisuje si¢ ruch, ale na podstawie znajomosci sil dziatajacych na materig. W zasadzie,
jesli rozpatrywaé opis matematyczny okre$lonego ruchu, to i statykg¢ mozna uwazaé za szczegdlny (trywialny)
przypadek dynamiki; mianowicie, jest to przypadek dynamiczny, w jakim wypadkowa sita dziatajaca na materig

przyjmuje warto$¢ zerowa.

1.1. Zagadnienia matematyczne jakie nie powinny stwarza¢ trudnosci absolwentowi szkoly $redniej
Tytut tego rozdziatu sformutowany jest w nieco przewrotny sposob, gdyz nalezaloby powiedzie¢, ze chodzi tu
raczej o apel do Abiturientéw, aby zechcieli przypomnie¢ sobie niektére szkolne zagadnienia matematyczne, a w

szczegdlnosci te, ktére sa wskazane ponize;j.

1.1.1. Funkcja a rownanie

Wyrazenia (formuty) matematyczne w fizyce to funkcje lub rownania.

W mechanice spotykamy si¢ najczesciej z funkcjami czasu. Najprostsza z nich jest zalezno$¢ wspétrzednej (na
danej osi) od czasu. Na przyklad, rozpoczynajacy si¢ na okreslonej wysokosci pionowy rzut kamieniem do géry
warto rozwazac¢ jako zmiany wspétrzednej na poprowadzonej pionowo osi. Osia ta powinna by¢ prosta réwnolegta
do ruchu kamienia. O§ musi mie¢ poczatek (czyli punkt zerowy), i musi by¢ skierowana (tzn. nalezy arbitralnie
ustali¢ w jakim kierunku odtozone sa warto$ci dodatnie, a w jakim ujemne — a nastgpnie zaznaczy¢ to strzatka na
koncu osi). Przyjmijmy, ze poczatek osi wspotrzednych znajduje w miejscu rzutu kamienia (w miejscu rozpoczgcia
jego ruchu), natomiast jej zwrot - do gory (rys. 1.4). Ruch rozpoczyna si¢ na wspétrzednej ,,zero”, przez chwilg
odbywa si¢ do gory, po czym rozpoczyna sig spadanie w dét. Prosze zauwazy¢, ze wspotrzedna poczatkowa Y, nie

wynosi tutaj h, ale zero! Natomiast w momencie uderzenia w ziemie, wspétrzedna bedzie wynosita —h (minus h).
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Idea ruchu tego kamienia, to przemieszczanie si¢ punktu (np. $rodka masy kamienia) wzdluz prostej pionowe;.

Dzigki wprowadzeniu osi X, idea ta przybiera ksztalt matematyczny w postaci funkcji (1.1):
t2
x(t)=v - 9L (1.1

gdzie: Vo, - szybko$¢ poczatkowa kamienia
t - zmienna niezalezna, czyli czas

g - przyspieszenie ziemskie

E
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Rys. 1.4. Funkcja i réwnanie. Graficznym zobrazowaniem funkcji jest tutaj parabola
(wyrazenie 1.1), 2 Zobrazowaniem réwnania jest punkt o wspétrzednych t,,-h.

Uwaga ! Réwnanie powstaje przez wstawienie wartosci do funkcji (tak jak wstawienie punktu do linii wykresu)

Jezeli do funkcji wstawimy jej wartosci w_okreSlonym punkcie — otrzymamy réwnanie. Graficznym

zobrazowaniem funkcji jest linia, natomiast zobrazowaniem réwnania jest punkt na tej linii.

1.1.2. Skalar a wektor

Jezeli do scharakteryzowania okres$lonej wielko$¢ fizycznej konieczna jest informacja o jej ukierunkowaniu w
przestrzeni (oprécz podania jej wartosci), to na pewno mamy do czynienia z wielkoscia wektorowa. Na przyktad
predkos$¢ jest wektorem, a szybkos$¢ — skalarem; bo, np. policjant wypisuje mandat za przekroczenie szybkosci (nie
predkosci). Chyba, ze kierowca poruszat si¢ pod prad na jezdni jednokierunkowej... Wtedy pojazd miat,
niewatpliwie, niewtasciwa predkos$¢ (jej wektor miat zwrot niezgodny ze zwrotem predkosci uczestnikéw ruchu
respektujacych znaki drogowe). Czyli: niewlasciwa predkos¢ to predko$¢ w niedobrym kierunku i zwrocie,
niewlasciwa szybkos¢ — za duzo na liczniku (poprawnie nalezatoby powiedzie¢: ,,wskazniku szybko$ci”, lub

,tachometrze™).
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Nalezy zatem wyraznie podkresli¢, ze wektor posiada trzy cechy (skalar tylko jedna - warto$c):

- wartos¢,

- kierunek,

- zZwrot.
Wektor nie zmienia sig, jezeli jest przemieszczany translacyjnie (co znaczy, ze kazdy jego punkt przemieszczany
jest tak samo). Dlatego punkt przytozenia wektora — nie jest cecha wektora (!), ale w okreslonych przypadkach
fizykalnych podanie punktu przylozenia moze by¢ konieczne (np. metacentrum sity wyporu).
Wektory podlegaja dziataniom matematycznym zwanymi sumowaniem wektorow i mnozeniem wektoré6w. Przy
czym mnozenie odbywa si¢ w dwojaki sposéb: skalarny i wektorowy.

Graficzne sumowanie wektoréw

Przed graficznym sumowaniem wektoré6w przemieszczamy je tak, zeby ich poczatki znalazly si¢ w tym samym
punkcie. Nastgpnie tworzymy réwnoleglobok (jak na rys. 1.5) i laczymy punkt poczatkéw wektoréw z

przeciwleglym wierzchotkiem réwnolegtoboku.

Rys. 1.5. Graficzne sumowanie wektoréw.

Mnozenie skalarne wektorow

Wynik mnozenia skalarnego to iloczyn wartosci wektoréw pomnozony przez kosinus kata pomigdzy nimi.

™

&’

Rys. 1.6. Iloczyn skalarny.

Wynik mnozenia graficznego jest wielkoscia skalarna, a w odniesieniu do interpretacji graficznej jest to

powierzchnia réwnolegloboku, ktérego boki tworza wymnazane wektory.
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Mnozenie wektorowe wektoréw

Wynik mnozenia wektorowego to, w przeciwienstwie do mnozenia skalarnego, wielko$¢ wektorowa. Wartoscia
wyniku mnozenia wektorowego jest iloczyn wartosci wektoréw pomnozony przez sinus kata pomigdzy nimi.
Kierunek i zwrot iloczynu wektorowego okreslany jest za posrednictwem tzw. reguty §ruby prawoskretnej (rys.

1.7).

Rys. 1.7. lloczyn wektorowy. Wynik mnozenia wektorowego jest zgodny z kierunkiem
wkrecania wyimaginowanej sruby prawoskretnej.

1.1.3. Funkcje trygonometryczne
W rozwigzywaniu probleméw mechanicznych niezbgdna jest znajomo$¢ podstaw trygonometrii. Oprécz szybkiego
kojarzenia bokéw i katéw w tréjkatach z odpowiednimi funkcjami trygonometrycznymi, konieczny jest nawyk

postugiwania si¢ twierdzeniem sinuséw i twierdzeniem kosinuséw. Sposréd tzw. wzoréw trygonometrycznych

najwazniejsza jest jedynka trygonometryczna. Praktyka dydaktyczna pokazuje, Zze nie sa to wcale zagadnienia
trywialne, dlatego powtérzmy je jeszcze raz. I tak: przyprostokatna przylegta i przyprostokatna przeciwlegta, to
terminy na okre$lenie bokéw w stosunku do okreslonego kata ostrego. W stosunku do drugiego kata ostrego w
tréjkacie prostokatnym - ich nazwy wystapia na odwrét. W tabeli 1.1 przedstawione sa definicje funkcji
trygonometrycznych jako stosunki odpowiednich bokéw w tréjkacie prostokatnym. Ale to jest tylko wstgp do
zdefiniowania funkcji trygonometrycznych, bowiem w celu ogélnego zdefiniowania funkcji trygonometrycznych
postugujemy si¢ tzw. promieniem wodzacym i jego rzutami na osie x-6w i y-6w (tab. 1.2). W trdjkacie argument
funkcji trygonometrycznych zamyka si¢ w dziedzinie od 0 do 90°. Natomiast w definicji ogélnej — od 0 do

nieskonczono$ci.

Tab. 1.1. Definicje funkcji trygonometrycznych kata od 0 do 7/2 jako stosunki bokéw w trdjkacie

do przeciwprostokatnej

sinus (sin) kosinus (cos) tangens (tg) kotangens (ctg)
przyprostokatna przyprostokatna przyprostokatna
przeciwlegta, przy;:;olseto:; Qe przeciwlegta, przylegta,
do przylegia, do przyprostokatnej do przyprostokatnej

przeciwprostokatnej przylegtej przeciwlegtej
|
c c c c
a a a a
b b b b
a/c b/c a/b b/a
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Tab. 1.2. Definicje funkcji trygonometrycznych kata dowolnego

Ay sinus (sin Q)
.......... y/R
y ' kosinus (cos @)
2 I

tangens (g @)
y/X

kotangens (ctg @)

X1y

Rys. 1.8. Oznaczenia bokow i katéw w tréjkacie prostokatnym.

W tréjkacie na rys. 1.8 zgodnie z prawem Pitagorasa:
?=a’+b’ (1.2)

Jedynka trygonometryczna: sin“a. + cos’o = 1 oraz sin® + cos®p = 1

Rys. 1.9. Oznaczenia bokow i katéw w tréjkacie dowolnym.

W tréjkacie dowolnym (rys. 1.9) obowiazuja tzw. twierdzenie sinuséw i twierdzenie cosinusow.

Twierdzenie sinusow:

sina _sinB _ siny

(1.3)
a b c
Twierdzenie kosinusow:
a?=c?+b?-2cb cosa
c? =a® +b®—2ab cosy
(1.4)

b? =a® +c?—2ac cosPp
Znajac powyzsze zasady mozna rozwigza¢ kazdy problem trygonometryczny, a inne, przydatne w pewnych

sytuacjach, zwiazki trygonometryczne fatwo znalez¢ w tablicach matematycznych.
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1.1.4. Pochodna funkcji
Podstawowym pojeciem zmierzajacym do zdefiniowania pochodnej funkcji jest iloraz réznicowy. Iloraz réznicowy

funkcji opisujacej potozenie (wspdtrzgdng) punktu w zaleznosci od czasu — to predko$¢ §rednia (rys. 1.10).

M AL t[s]

Rys. 1.10. Rysunek do definicji ilorazu r6znicowego.

Iloraz réznicowy v(t—At) w momencie t dla przedzialu czasowego At wyraza funkcja 1.5

vt — (t+Ab) = %}Z—x(t) (1.5)

Na rys. 1.10 przedstawiono wykres funkcji oraz sieczna przechodzaca przez punkty o wspdtrzednych

odpowiadajacych warto$ciom funkcji dla dowolnego momentu t oraz dla momentu o At pézniejszego. Nachylenie

tej siecznej to matematycznie: iloraz réznicowy funkcji, fizycznie — predkos¢ Srednia w czasie od t do t+At.

Przy okazji uwaga: nachylenie prostej, to NIE (!!!) ,.tangens kqta pomiedzy tq prostq a osiq odcietych t”,
poniewaz figura ARC to nie tréjkat! Kazdy ,,bok™ ma przeciez inng jednostke: ,,przyprostokatna przylegta” —
sekundy, ,,przyprostokatna przeciwlegta” — metry. A ,,przeciwprostokatna”? Otéz w zbiorze znanych nam
poje¢ w ogdle nie ma pojecia jednostki dla niej! Uwaga! Przeciez to nie ,,przeciwprostokqtna’! — to po
prostu ,.sieczna” punktéw A i B. Nachylenie tej siecznej (iloraz r6znicowy) to wynik podzielenia BC (w
tym przypadku wyrazonego w metrach) przez AC (wyrazonego w sekundach). Zatem nachyleniu siecznej na
wykresie x = f(t) przyporzadkowana begdzie jednostka ,,m/s”. Jest to oczywiste, bo przeciez nachylenie w

tym przypadku jest predkoscia (predkoscia Srednia w czasie At).

10
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Pochodna - to réwniez iloraz réznicowy, ale w sytuacji, gdy przedziat czasowy At jest nieskonczenie malty (méwi
si¢: “dazy do zera”). Wtedy sieczna staje si¢ styczna w punkcie o wspodtrzednych (t, x(t)). Nachylenie tej stycznej —

to pochodna (rys. 1.11). Proszg zawsze zwraca¢ uwagg na to, zeby NIE MOWIC (!!!), 7e pochodna w punkcie to

wtangens nachylenia stycznej w tym punkcie”, poniewaz zobrazowanie graficzne pochodnej w danym punkcie

funkcji (punkcie na wykresie funkcji), to nachylenie stycznej w tym punkcie.

X(t) [m]

t t [s]

Rys. 1.11. Rysunek do definicji pochodnej funkcji.

Pochodna v(t) w momencie t wyraza funkcja 1.6.

v(t) = lim X(t+ At) — x(t)
At—0 At

Wartosci pochodnej funkcji w poszczegdlnych jej punktach mozna wyznacza¢ graficznie, tak jak pokazano na rys.

(1.6)

1.11, dzielac BC przez AC (warto$¢ At jest tutaj dowolna).
Pochodng mozna wyznacza¢ numerycznie i analitycznie. Numerycznie, czyli z ilorazu réznicowego przy bardzo

matym At, a analitycznie — z definicji (wyrazenie 1.6). Dla przyktadu policzmy pochodna funkcji X=2+3t+4t°.

X(t+ At) — x(t) im 2 +3(t + At) + 4(t + At)® — (2 + 3t + 4t?)

v(t) = lim =i -
At—0 At At—0 At
2 2 _o_ _ 2
=|im2+3t+3At+4t + 8tAt+4At° -2 -3t -4t — Jim (3 + 8t + At) = 3 + 8t
At—0 At At—0

Uwaga! Pochodne typowych funkcji (funkcji elementarnych) podawane sa w formie matematycznych
wzoréw w tablicach matematycznych. Na przyktad pochodna wzglgdem czasu funkcji
x=at" to v=ant"'1,
funkcji X = a sinbt o v = ab cosbt,
funkcji X =a (-'.‘bt to v=ab ebt.
Pochodna sumy funkcji to suma pochodnych, ale juz pochodna iloczynu dwéch funkcji — to NIE (!) iloczyn
pochodnych. Korzystajac z definicji pochodnej mozna wyprowadzi¢ matematyczny wzér na pochodna

iloczynu, a takze na pochodng ilorazu. Wzory te, wraz ze wzorem na pochodna funkcji ztozonej, mozna

znalez¢ w wigkszosci tablic matematycznych.
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Uwaga! Stowo/pojgcie ,,wzor” zarezerwowane jest dla matematyki i inzynierii. W fizyce wszystkie

mozliwe formuty matematyczne to funkcje, réwnania i definicje !!!

Nie mozna z racji braku umiejgtnosci rozrézniania poje¢ funkcja—-réwnanie—definicja, wiasciwe dla

danego pojgcia stowo - zastgpowac stowem ,,wzér” | Proszg wnikliwie spojrze¢ na rys. 1.4.

1.1.5. Catka nieoznaczona

Calkowanie jest dzialaniem odwrotnym do znajdowania pochodnej (r6zniczkowania). Inaczej méwiac, catkowanie
danej funkcji, to znajdowanie funkcji pierwotnej (funkcja pierwotna to funkcja, ktérej pochodna jest funkcja
catkowana). Jednakze, jezeli policzymy pochodna pewnej funkcji X(1), czyli otrzymamy funkcjg v(t), to catkujac
funkcje V(t) otrzymamy funkcje X(t) + dowolna stata. W fizyce stata ta zawsze ma znaczenie fizykalne. Aby

okre§lic warto$¢ tej stalej, trzeba zna¢ tzw. warunek brzegowy (np. jaka jest warto$¢ calki w zerze, w

nieskonczonos$ci badz przy jakiej$ innej warto$ci zmiennej niezaleznej t).

Rys. 1.12. Funkcja a(t) i jej calka (catki).

Catki wybranych funkcji elementarnych:

je‘dt:et

Isint dt = —cost

1.1.6. Catka oznaczona

Przyklad (catka w granicach od 2 do 3 z funkcji ,,sze$¢ t kwadrat plus jeden”, po dt):

Wynikiem catki oznaczonej jest liczba (w przeciwienistwie do catkowania nieoznaczonego. gdzie wynikiem jest

N —)

J'cost dt = sint

J't”dt:

tn+1

n+1

(62 +1)dt = [2t° +1]3 = (2-3° +3) - (2-2° +2) =39

funkcja). Interpretacja graficzna calki oznaczonej przedstawiona jest na rys. 1.13; jest to powierzchnia pod

wykresem ograniczona osig odcigtych i prostymi t=t; i t=t, (gdzie t; i to to tzw. granice catki).
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Rys. 1.13. Catka oznaczona.

1.2. Statyka
U podstaw statyki znajduja sie pojecia srodka masy i $rodka geometrycznego. Jezeli w danej bryle rozktad masy
jest jednorodny (gestos¢ jest w kazdym punkcie jest taka sama), to srodek masy znajduje si¢ w tym samym miejscu,
co $rodek geometryczny. Pojecie srodka masy bryty tatwo zrozumie¢ w odniesieniu do grawitacji. Jezeli w punkcie
tym umiescimy zaczep, wtedy bryla niezaleznie od orientacji w przestrzeni nie bgdzie si¢ porusza¢ (obracac). Jest
to sytuacja statyczna, poniewaz wszystkie sity i momenty sit réwnowaza sig.
W szkole omawia sig trzy rodzaje rownowagi — sg to:

- réwnowaga statyczna

- réwnowaga obojetna

- réwnowaga chwiejna.
Oczywiscie w kazdej z tych trzech réwnowag suma sit jest réwna zero (réwnowaga translacyjna) i suma
momentow sit tez jest rowna zero (réwnowaga rotacyjna). Przy czym w réwnowadze obojgtnej usytuowanie i
orientacja materii nie wptywa na zmiang warunkéw réwnowagi, natomiast w rownowadze stalej i chwiejnej —
wpltywa. Ale w przypadku réwnowagi statej, brak zréwnowazenia sit i momentéw sit ma charakter taki, ze materia
stale powraca do pierwotnego potozenia i orientacji (co najwyzej przez jaki$ czas moga zachodzi¢ oscylacje wokot

potozenia (orientacji) rownowagi. Na rys. 1.14 znajduja si¢ ikonogramy symbolizujace rézne rodzaje réwnowagi.

L e e

Rys. 1.14. Przyktady réwnowagi: chwiejnej, obojgtnej i statej.

Istnieje sporo sytuacji, w jakich réwnowaga translacyjna i rotacyjna moze nie wystgpowac jednocze$nie. Na
przyktad na rys. 1.15 plywajacy przedmiot po prébie obrécenia powrdéci do réwnowagi (bo wytworzy sig
niezroéwnowazony moment sity wyporu), po przemieszczeniu pionowym tez powrdci do réwnowagi (bo zmniejszy

lub zwigkszy sig sita wyporu), natomiast po przesunigciu w prawo lub w lewo — przedmiot pozostaje na miejscu.
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Rys. 1.15. Przyktad réwnowagi translacyjnie obojgtnej, ale rotacyjnie state;j.

1.3. Dynamika
W dziale tym rozpatruje sig¢ ruch zachodzacy pod wptywem okreslonych sit lub moment6w sit.
U podstaw dynamiki lezy prawo dynamiki. Méwi si¢ w nim, ze materia porusza si¢ z przyspieszeniem
proporcjonalnym do sity, jaka na nig dziata. Chodzi tu o tzw. dynamik¢ nowozytna (okre$la sig ja jako klasyczna,
newtonowska). Do czaséw Newtona (XXVII wiek) obowiazywata mechanika arystotelesowska, w ktérej zaktadato
sig, ze materia porusza si¢, dopoki dziata na nig sita (warunkiem ruchu jest dziatanie sity). Obecnie wiemy, ze ruch
moze odbywac si¢ bez dzialania sily. Siedemnastowieczny system nauki Newtona obcigzony byt wcze$niejszym,
ale na éwczesne czasy i tak awangardowym, sposobem myslenia. Mianowicie, Newton zaktadat, Zze materia porusza
pod wplywem swojej wewngtrznej wlasciwosci, ktéra mozna nazwa¢ impetem lub bezwtadnos$cia. Dzi$§ wiemy, ze
to, czy materia porusza si¢ czy pozostaje w spoczynku, zalezy od uktadu wspétrzednych, w jakim ten ruch jest
rozpatrywany. Natomiast wielko$¢ zwana sila, jest sprawca ruchu przys$pieszonego.
Przyspieszenie jest proporcjonalne do sity

Powyzsze zdanie to podstawowe prawo dynamiki klasyczne;j.
W szkole rozpatruje si¢ dwa przypadki ruchu wynikajacego z dziatania nastgpujacych sit:

1. Sita wynosi zero

2. Sila ma stalg wartos$¢, kierunek i zwrot
W pierwszym przypadku mamy do czynienia z ruchem jednostajnym, w drugim — z ruchem jednostajnie
zmiennym.
Ruch jednostajny to ruch taki, w jakim w jednakowych przedziatach czasu nastgpuja jednakowe zmiany polozenia,
natomiast w ruchu jednostajnie zmiennym — w jednakowych przedzialach czasu nastgpuja jednakowe zmiany
predkosci. Jeden i drugi ruch jest ruchem prostoliniowym. Jest jeszcze jeden przypadek ruchu zmiennego
rozpatrywany w szkole — jest nim ruch harmoniczny.
Przypadki ruchu rozpatrywane w szkole sklasyfikowaé trzeba ze wzglgdu na rodzaj sity powodujacej dany ruch
oraz ze wzgledu na ksztalt toru.

Klasyfikacja ze wzgledu na ksztalt toru

Ruch prostoliniowy Ruch krzywoliniowy

Przy czym omawiane sg tylko dwa przypadki ruchu krzywoliniowego: ruch po okregu i rzut. Odnosnie do rzutu

trzeba zauwazy¢, ze w szkole omawia sig, niestusznie, osobno rzut uko$ny i rzut poziomy.
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Klasyfikacja ruchéw ze wzgledu na rodzaj sity

Rodzaj sity Rodzaj ruchu jako skutek rodzaju sity
Sita wynosi zero Ruch prostoliniowy jednostajny (lub spoczynek)
Sita jest stata co do wartosci, kierunku i zwrotu Ruch jednostajnie zmienny

Ruch zmienny

Sita zmienia sie w czasie . ’ . s -
(nieskonczenie wiele mozliwosci)

Przy czym, jezeli chodzi o ruch zmienny - to w szkole rozpatrywany jest tylko jeden przypadek, czyli ruch
harmoniczny. Ale przemilcza si¢ fakt, Ze jest to ruch powstalty w wyniku przylozenia do okreslonej masy silty
proporcjonalnej do wspdtrzednej ze znakiem przeciwnym. Méwi si¢ natomiast, ze jest to ruch stanowiacy rzut
ruchu po okregu na prosta. Jest to prawda, ale nie to jest istota ruchu harmonicznego. Powt6rzmy: istota
(przyczyna) ruchu harmonicznego jest to, ze odbywa si¢ pod wptywem sity proporcjonalnej do wspétrzednej, ale ze

znakiem przeciwnym.

Na poziomie matematyki szkolnej mozliwe jest opisanie ruchu jednostajnie zmiennego oraz jego szczegélnego
przypadku — ruchu jednostajnego. PodkreSlmy to: pod wzglgdem matematycznym ruch jednostajny jest
szczegblnym przypadkiem ruchu jednostajnie zmiennego. Znany jest bowiem ,,wzér” szkolny na droge w ruchu
jednostajnie zmiennym’:

2
s:vot+% (1.7)

gdzie v, — to predko$¢ poczatkowa, natomiast a — przy$pieszenie.

»Wz0r” 1.6 ma bardzo ograniczona przydatnos¢. Jest poprawny tylko wéwczas, kiedy pozostajemy w kregu pojeé

»wczesnogimnazjalnych”, takich jak ,,ruch jednostajnie przyspieszony” i ,,ruch jednostajnie opézniony”.

Najlepiej byloby w ogdle nie méwi¢ o ,,wzorach” w fizyce, ktére istnieja tylko w inzynierii, cho¢ w wielu
przypadkow sa wyprowadzone metodami fizyki. Jak juz wczes$niej wspomniano, w fizyce wystepuja tylko funkcje
i rownania. A wzory na droge w ruchu jednostajnie przys$pieszonym i jednostajnie opdznionym?... Nie istnieja
takie kategorie ruchu! Jest natomiast ruch jednostajnie zmienny! Ruch jednostajnie zmienny, jak kazdy ruch,
rozpatrujemy w dowolnie obranym uktadzie wspéirzegdnych. W tym przypadku uktad 6w moze by¢ zredukowany
do jednej osi o kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu, ale o dowolnym zwrocie i poczatku. Zwré¢my uwage na
rys. 1.4. Widoczny na nim ruch kamienia opisany jest funkcja ruchu jednostajnie zmiennego odnoszaca si¢ do
wspoélrzednej x skierowang pionowo, o zwrocie do gory, z poczatkiem w miejscu rozpoczgcia ruchu. Funkcja ruchu
jednostajnie zmiennego X(t) zawiera w sobie informacjg o calej historii ruchu kamienia, ktéra przebiega od
momentu wyrzutu, do momentu upadku. Matematycznie dziedzinag tej funkcji jest przedzial od -o< do +ox.
Natomiast fizycznie od momentu wyrzutu, do momentu upadku. Rozwazmy, jak wyglada funkcja ruchu kamienia
w przypadkach réznych uktadéw wspdtrzednych. Na rys. 1.16 znajduje sig zestawienie kilku przyktadéw uktadéow
wspélrzednych zastosowanych przy opisie tego samego zagadnienia, czyli tzw. spadku swobodnego. Warto
zwréci¢ uwagg na Scisly zwiazek ksztattu funkcji ruchu z uktadem wspétrzednych. Ustalajac ksztatt funkcji ruchu
kierujemy si¢ funkcja wzorcowa (w dalszej czgsci niniejszego rozdzialu znajduje si¢ jej wyprowadzenie) dla ruchu

jednostajnie zmiennego:
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(1.8)

2
X(t)=x, +Vv,t +%

gdzie:
X, — wspoétrzedna poczatkowa

Vv, — szybkos¢ poczatkowa
a - przy$pieszenie
Przy ustalaniu ksztattu funkcji ruchu (wykorzystujac funkcj¢ wzorcowa) nalezy zwraca¢ uwage na znaki przed

symbolami okre$lajacymi poszczegdlne wielkosci (sq to parametry funkcji: wspétrzedna poczatkowa X,, szybkos$¢
poczatkowa v, i przyspieszenie a). Prosze zwrdci¢ uwagg jak to uczyniono na rys. 1.16.
Chcac unikna¢ btednego uzywania stowa ,,wzér” dobrze bytoby uswiadomic¢ sobie jego wtasciwe znaczenie. Wzoér
— to w matematyce wyrazenie algebraiczne pokazujace jak wykona¢ obliczenia liczbowe podczas wyliczania
warto$ci danej wielkosci. Na przyktad wzér na objeto$¢ stozka o podstawie kotowej: V = nR°H pokazuje, jak
,,WZorujac” si¢ na nim wyznacza si¢ warto$¢ objgtoéci przy znajomosci wartosci promienia podstawy R i warto$ci

wysokosci stozka H. W gruncie rzeczy wyrazenie V = 7R®H tez mozna uwazac za jednoparametrowa (parametr T)

funkcje dwéch zmiennych V(R,H) = TR?H (rys. 1.16).
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Rys. 1.16. Zaleznos$¢ objetosci walca od promienia podstawy i wysoko$ci. Zalezno$¢ ta w matematyce szkolnej
okreslana jest jako ,,wzor” na objeto$¢ walca, natomiast w fizyce jest to funkcja dwéch zmiennych (jej graficznym

obrazem jest powierzchnia).

Wzorem mozna okre$la¢ takze algebraiczng koncéwke rozwiazania zadania (po jego rozwiazaniu na liczbach
og6lnych), bowiem wzorujac sig¢ na tym koncowym wzorze podstawiamy wlasciwe dla danego przypadku dane

liczbowe i wykonujemy rachunek juz na liczbach. Czgsta pomytka jest okreslanie wzorami dowolnych wyrazen
algebraicznych, poniewaz nie wiadomo wtedy, czy chodzi o funkcjg, czy o réwnanie.
Podkreslmy to jeszcze raz: wystepujace w fizyce wyrazenia matematyczne to funkcje i rownania.
Najwazniejszym omawianym w szkole zagadnieniem w zakresie dynamiki to zagadnienie ruchu jednostajnie

zmiennego, a wlasciwie wyprowadzenia wyrazen na szybkos¢ i wspotrzedna w funkcji czasu w takim ruchu.

Najpierw zapoznajmy si¢ z definicjami...
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Szybkos¢ w ruchu jednostajnym:

S
V=— (1.9)
t
czyli warto$¢ drogi przebytej w jednostce czasu.
Przyspieszenie w ruchu jednostajnie zmiennym:
Av
a=— (1.10)
At

czyli zmiana szybkosci w jednostce czasu. Przy czym zmiana szybkosci moze by¢ dodatnia (kiedy narasta) lub

ujemna (kiedy maleje).
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Rys. 1.17. Opis rzutu w réznych uktadach wspétrzednych.
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Definicja szybko$ci w ruchu jednostajnym (1.9) moze by¢ przeksztalcona tak, ze powstanie funkcja przebytej drogi
od czasu 8 = vV . Na rys. 1.18 jest to prosta, ktérej wspotczynnikiem kierunkowym jest wlasnie szybkos¢. Ale
uwaga! Wspétczynnik kierunkowy to nie tangens nachylenia wykresu (juz wcze$niej byta o tym mowa!). Warto o
tym pamigta¢, poniewaz zdarzalo si¢ widywa¢ - brzydko ale obrazowo okre$lajac - ,,0soby biedzace sig” przy
wyznaczaniu wspoétczynnika kierunkowego z katomierzem (!) w reku, z zamiarem zmierzenia kata pomiedzy linia
wykresu a osia odcigtych (!) — co, najdelikatniej okreslajac, ,jest widokiem smutnym i marnym, a delikwent
kiepsko rokuje...”! Trzeba, po prostu, zwrdci¢ uwageg na to, ze wielkosci na osiach — po pierwsze — maja zwykle
rézne jednostki (tangens nie posiada jednostki) — po drugie — nawet gdyby na osiach byty te same jednostki, to

przeciez nie zawsze sa zastosowane takie same skale na osiach.

S

t

Rys. 1.18. Zaleznos¢ przebytej drogi od czasu w ruchu jednostajnie zmiennym.

Narys. 1.19 pokazano, ze na wykresie V(t) powierzchnia pod wykresem stanowi miarg przebytej drogi.

t

Rys. 1.19. Interpretacja graficzna przebytej drogi.

Réwniez w kazdym innym ruchu miara przebytej drogi jest powierzchnia pod wykresem. Wiedzac o tym, latwo
otrzyma¢ zapis funkcji ruchu jednostajnie zmiennego liczac powierzchni¢ na wykresie v(t). Wykres taki
przedstawiono na rys. 1.20. Podsumowujac wiedze o ruchu jednostajnie zmiennym nalezy stwierdzi¢, ze jezeli na
pewna mase dziata stala sita, to masa ta porusza si¢ ruchem jednostajnie zmiennym opisanym funkcja 1.7.
Natomiast, jak znalez¢ opis ruchu w przypadku, gdy przylozona sila zmienia sig¢ w czasie? Otéz w ogdélnym
przypadku nie daje sig¢ tego zrobi¢ przy pomocy zwyklej matematyki geometrycznej, i w szkole takich przypadkéw
nie rozpatruje si¢, poniewaz potrzebna jest do tego biegla znajomo$¢ rachunku rézniczkowego i catkowego. W

ruchu zmiennym predkos¢ definiuje sig jako pochodna wspéirzednej, a przyspieszenie jako pochodna predkosci.
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Rys. 1.20. Geometryczna interpretacja drogi przebytej w ruchu jednostajnie zmiennym.

Rozwazmy przyktad ruchu jednostajnie zmiennego:
Do masy m, w momencie gdy miata predkos¢ v, i znajdowala si¢ na wspéirzednej x,, przytozono stalq sitg F. Wyznaczy¢

funkcjg opisujaca predkos¢ oraz funkcjg opisujaca zmiany wspoétrzednej tej masy.

Rozwiazanie:
Dane: Szukane:
m v(t)=?
F x(t)="
Vo
Xo
Vo
 —
0 Xo 23
X v
? ?
t t
dv
a=—
dt
\!
dv=adt
Powyzsze réwnanie catkujemy obustronnie, otrzymujac:
v=at+C
Poszukujemy fizycznego znaczenia statej catkowania C (przez zastosowanie warunku brzegowego t=0=v=v,,):
v,=a-0+C

C=v,
v=a-t+v,
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dx
V=—
dt
\2
dx =v dt
dx=(a-t+v,)dt

Po obustronnym scatkowaniu:

2
x:i+vot+C
2
Wyznaczamy C:
2
xO:a 0 +v,-0+C
2
C=x,
a-t?
X= +V, - t+X,
2
Vv X
e a-t?
Odpowiedz: V(t)=a-t+v, x(t) = 5 +v, - t+X,

t t

W taki sam spos6b mozna rozwigza¢ dowolny przypadek dynamiczny. Trzeba tylko zna¢ funkcje opisujaca
zaleznos¢ sity od czasu oraz tzw. warunki brzegowe, czyli predko$¢ poczatkowa i wspdtrzedna poczatkowa.
Przypadek dziatania na maseg stalej sity, czyli ruch jednostajnie zmienny, a szczegélnie matematyczny opis tego
ruchu, to od czaséw sir Newtona najwazniejsze w dydaktyce fizyki zagadnienie. Z jednej strony wprowadza ono
ucznia w zagadnienia mechaniki ogdlnej, ale z drugiej strony jest ciekawe samo w sobie, poniewaz opis tego ruchu
miesci w sobie opis ruchu jednostajnego i opis stanu nieruchomego. Mozna to tatwo sprawdzi¢ wstawiajac do
funkcji v(t) i x(t) zero w miejsce przyspieszenia w przypadku ruchu jednostajnego oraz wstawiajac zero w miejsce
predkosci poczatkowej w przypadku trwania w spoczynku. Dlatego nauczyciel bezwzglednie wymaga zapamigtania
zapiséw funkcji v(t) i X(t) w ruchu jednostajnie zmiennym. Prawie wszystkie przypadki dynamiczne rozpatrywane
w szkole dotycza ruchu jednostajnie zmiennego i jego szczeg6lnego przypadku — ruchu jednostajnego. Jedynym
innym rodzajem ruchu rozpatrywanym w szkole jest, jak juz wspomniano, ruch harmoniczny. Ruch harmoniczny
nalezy do kategorii ruchéw zmiennych.

Wszystkie ruchy pod wzglgdem dynamicznym mozna sklasyfikowaé pod wzgledem rodzaju dzialajacej sily, czyli:

- kiedy sita wynosi zero (wtedy wystepuje ruch jednostajny, w tym bezruch — jesli odpowiednio dobra¢ uktad
wspoéirzednych),

- kiedy sita jest stala (wtedy ruch jednostajnie zmienny),

- kiedy sita jest zmienna (wtedy ruch zmienny).

Przypadkéw ruchu zmiennego jest nieskonczenie wiele, ale jak juz wspomniano, w szkole rozpatrywany jest tylko

jeden przypadek ruchu zmiennego, czyli ruch harmoniczny.

20
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1.4. Kinematyka ruchu krzywoliniowego

Ruch krzywoliniowy jest ztozeniem ruchéw prostoliniowych. Najbardziej znanym przypadkiem ruchu
krzywoliniowego jest tzw. rzut, czyli sytuacja, kiedy znamy wspéirzedna, na jakiej rozpoczyna sig rzut, szybkos¢
poczatkowa i kat rzutu wzgledem poziomu. Zaktada si¢ ponadto, ze ruch odbywa sig tuz przy powierzchni Ziemi

(wtedy mozna pomina¢ zmiany przyspieszenia ziemskiego zachodzace z wysokos$cia), a takze to, ze szybkos¢ jest

na tyle mata, Ze mozna pomina¢ opér powietrza.
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Rys. 1.21. Rzut swobodny.

W ruchu tym do opisu wspétrzednej pionowej y(t) wykorzystujemy wiedze o ruchu jednostajnie zmiennym, a do
opisu wspétrzednej poziomej X(t) wiedzg o ruchu jednostajnym. W kierunku pionowym dziata caty czas stala sita
grawitacyjna, w nastgpstwie tego przedmiot na tym kierunku porusza si¢ ruchem jednostajnie zmiennym z
przyspieszeniem g (ze znakiem ujemnym, bo o§ Yy ma zwrot do goéry). W kierunku poziomym zadne sity nie

dzialaja — stad ruch jednostajny. Rezultat wykorzystania wyzej wspomnianej wiedzy to nastgpujacy uktad funkcji
(uwaga! uktad funkcji, a nie uktad réwnan).
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x(t)=v, cosa-t

v, (t) =v,cosa

2
y(t)=h+vosina-t—%

v, (t)=v,sina-gt

Rys. 21. Uktad funkcji opisujacych rzut.

Jezeli w miejsce zmiennej niezaleznej t wstawimy czas rzutu t,, a takze konsekwentnie odpowiadajace mu wartosci
zmiennej zaleznej, otrzymamy uklad réwnan, z ktérego wyznaczymy zasieg z, czas rzutu t, i sktadowe predkosci
koncowej Vyk i Vyx. Natomiast, jezeli w miejsce t wstawimy czas wznoszenia do potozenia najwyzszego ty, to w
miejsce V(1) trzeba wstawi¢ zero, i wtedy z powstalego uktadu réwnan jesteSmy w stanie wyliczyé wysoko$é

maksymalnego wzniesienia h.

z=v,cosa-t, X, =V,cosa-t,
V4 =V, cosa VvV, =V, cosa

2 2
O:h+v°sina-tz—% hW:h+vosina-tw—%
vV, =V,sina-gt, 0=v,sina-gt,

Mozna réwniez wyznaczy¢ ksztalt toru po zapisaniu uktadu funkcji x(t) i y(t), traktujac go jako tzw. uktad réwnan
parametrycznych krzywej. Po wyrugowaniu parametru t otrzymamy funkcje y(X), ktérej wykres stanowi tor, po

jakim porusza si¢ rzucony przedmiot (w tym przypadku parabola).

X(t)=v, cosa-t > t=—"
v, cosa

2
y(t):h+vosina-t—%
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Xy
. Vv, COSa
y=h+v sina- -—20
Vv, cosa 2
1
g2
y=——"—— X +tgax+h
v,cos“a

Wysoko§¢ maksymalnego wzniesienia mozna takze okres§li¢ wyznaczajac maksimum powyzszej funkcji.
Oczywiscie zasigg to takze jedno z miejsc zerowych (o dodatniej wartosci) tejze funkcji.
Mozliwe jest rowniez wyznaczenie drogi, jaka przebywa rzucony przedmiot. W tym celu mozna postuzy¢ sig

matematyczng procedura wyznaczania tzw. dlugodci tuku krzywej danej réwnaniami parametrycznymi. W tym

przypadku bedzie to dtugos¢ paraboli w przedziale zmian parametru t od t=0 do t=t,.

Drugim przypadkiem ruchu krzywoliniowego omawianym jeszcze w szkole jest ruch po okrggu. W ruchu tym
przedmiot przemieszcza si¢ po okregu ze stala szybko$cia (ale zmienna predkos$cia, bo caty czas zmienia sig jej
kierunek). W celu tatwiejszego opisania tego ruchu wprowadzono pojecie promienia wodzacego R oraz szybko$ci
katowej ® (rys. 23). Promien wodzacy to wektor, ktérego poczatek umieszczony jest w poczatku uktadu
wspotrzednych, natomiast koniec tego wektora obracajacy sig jak wskazéwka zegara wytycza tor, po jakim porusza
si¢ przedmiot. Naturalnie w tym przypadku jest to okrag. Predko$¢ katowa to kat, o jaki obraca si¢ promien
wodzacy w jednostce czasu. W ruchu po okrggu kat ¢ pomigdzy osia X a wektorem wodzacym jest liniowa funkcja

czasu: = t.
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Rys. 1.23. Ruch po okrggu.

Sktadowe ruchu po okrggu fatwo ustali¢ postugujac sie rys. 1.22:

x(t) = R coswt

y(t) = R sinwt

Mozna tez sprawdzi¢, czy po wyrugowaniu parametru t na pewno otrzymamy réwnanie okregu:
x= R cosot

y= R sinot
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Po obustronnym podniesieniu do kwadratu

x°= R? cos”wt

y’= R® sin“ot
i dodaniu stronami

X% + y? = R? (cos’ot + sin“ot)
oraz po uwzglednieniu jedynki trygonometrycznej, rzeczywiscie otrzymujemy réwnanie okrggu:

X2 +y* = R
Promien wodzacy w ruchu po okregu daje si¢ algebraicznie zapisa¢ jako wektor stanowiacy sumg swoich rzutéw na
wspoélrzedna X i na wspélrzedna y. Aby to osiagnad, trzeba postuzy¢ sig pojgciem ,,wersor”. Wersor, to tzw. wektor
jednostkowy, czyli wektor o module jeden. Wersor nie posiada jednostki. Wersor okres§lonego wektora to 6w

wektor podzielony przez jego modut (na przyktad wersor predkosci to iloraz predkosci i szybkosci).
Wersor w kierunku wspéirzgdnej X oznaczamy przez ; , a wersor w kierunkuy - .

Zatem ruch po okregu bedzie opisany nastgpujacym wektorem:

f =(Rcoswt) i + (R sinwt) j (1.11)
W podobny sposéb mozna postapi¢ z ruchem-rzutem:
- 2 . gtz 2
r=(v,cosa-t)i+(h+v, SII‘]G"[—?)] (1.12)

Wektor opisujacy ruch w taki sposéb, okreslany jest nazwa ,,polozenie”. W kazdym przypadku ruchu, czy w
najbardziej skomplikowanym, czy tez w jednostajnym prostoliniowym, ,,potozenie” zawiera pelna informacje o
ruchu — bo, i o predkosci, i o szybkosci, drodze, przemieszczeniu, predkosci $redniej, szybkosci sredniej,
przys$pieszeniu, réwnaniu toru, przebytej drodze. Przyktadowo: predkos¢ to pochodna potozenia, szybkos$¢ - modut
z predkosci (szybko$¢ to takze pochodna drogi), przysSpieszenie — pochodna predkosci, skladowa styczna

przys$pieszenia — pochodna szybkosci. Droga — catka oznaczona z szybkosci.
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Pozostajac przy szkolnych zagadnieniach rzutu swobodnego i ruchu po okrggu policzmy niektére wielkosci

kinematyczne:
Rzut Ruch po okrggu

- 2 . gt®
r=(v,cosa-t)i+(h+v, sina-t—=—)] ~ R . A

2 r = (R coswt)i + (R sinwt) |
V= % =(v, cosa) i + (v, sina—gt)] V = (-Rw sinwt)i + (Rw coswt) ]
a-2_(g)i e

dt a = (-Rw? coswt)i + (Rw? sinwt) j=-w? ¥

Powiemy: rzucony przedmiot porusza si¢ calty czas ze a=Rw?
statym przys$pieszeniem skierowanym prostopadle w dét
. . . L. . .| Zauwazmy, ze przys$pieszenie ma kierunek taki sam jak
(chociaz predko$¢ caly sie zmienia co do kierunku i
polozenie, tylko zwrot przeciwny, czyli ku $rodkowi

wartosci, a tor jest parabola).
okreggu. Dlatego méwi si¢ réwniez na  nie
.przy$pieszenie dosrodkowe”. Powiemy: przedmiot
poruszajacy si¢ po okrggu ulega przyspieszeniu caty
czas skierowanemu w kierunku do S$rodka okregu
(predkos¢ jest caly czas prostopadta do przy$pieszenia).
A jaka drogg przebywa przedmiot w czasie réwnym

okresowi?

T T
s:jvdt:ijdt:RwT:Rz—"han
0 0 T

1.5. Ogoélna zasada dynamiki

Mechanike w szkole rozpatruje si¢ w rozlozeniu na trzy zasady. Pierwsza zasada dotyczy sytuacji, w jakiej mamy
do czynienia ze spoczynkiem lub ruchem jednostajnym, druga — gdy mamy do czynienia z ruchem jednostajnie
zmiennym i trzecia — ktéra wymusza przyporzadkowanie kazdej sile sity do niej przeciwnej. Z trzecia zasada w
przypadku ruchu zmiennego bytyby trudnosci, gdyby nie wprowadzono pojgcia sity bezwladnosciowej. Sita
bezwladnosciowa to sita wilasciwa dla danej masy, gdy ta porusza si¢ ruchem zmiennym z okreslonym
przys$pieszeniem. Sila ta jest proporcjonalna do przyspieszenia, ale dziata w kierunku przeciwnym.

Wymienione trzy szczegdlowe prawa dynamiki sg reprezentowane nastgpujacym stwierdzeniem, czyli prawem

dynamiki:

—

a=1F (1.13)

m

Przyspieszenie okre§lonego przedmiotu jest proporcjonalne do przylozonej do niego sity. Wspétczynnikiem tej
proporcjonalnos$ci jest odwrotno$¢ masy. Zgodnie z zasada dynamiki (1.13) kierunek i zwrot przyspieszenia jest

taki sam jak przylozona sita. Ale predkos¢ skierowana jest zazwyczaj w kierunku innym niz przys$pieszenie. Prosze
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zwréci¢ uwage chociazby na przyklad z rys. 1.4. Mianowicie, w przykladzie tym w poczatkowej fazie ruchu
predkos¢ jest skierowana do gory (w zastosowanym ukladzie wspétrzednych dodatnia), a po osiagnigciu
maksymalnej wysokosci skierowana jest na dét (jest ujemna). Natomiast przyspieszenie w tym przykladzie jest
skierowane caty czas na dét (jest ujemne).

Zasade przedstawiong wyrazeniem 1.13 mozna przeksztalci¢ do postaci (1.14), jaka zwykl stosowac sir Isaac

Newton:

ma-F=0 (1.14)
Wyrazenie 1.14 to bilans sil; przy czym pierwsza sifa jest sila bezwladnosciowa (zwana réwniez sita pozorna),
druga - sila zewnetrzna (zwana réwniez sila rzeczywista). Forma wyrazenia 1.14, jest atrakcyjna ze wzgledu na
estetyke (jest to, po prostu, tylko sumowanie sit). Jednak bardziej zrozumiala, intuicyjnie oczywista, zapewniajaca

mniejsze prawdopodobienstwo popetnienia btedu, jest forma 1.13. W kazdym z tych zapiséw, w polaczeniu z
warunkami brzegowymi (predkoscia poczatkowa \70 i potozeniem poczatkowym _r; ) zawarta jest historia ruchu.

Wystarczy, bowiem, w miejsce przys$pieszenia wstawi¢ druga pochodna potozenia, a w miejsce sily - sumg sit

zewnetrznych dziatajacych na masg, aby otrzymac¢ réwnanie rézniczkowe, ktérego rozwigzanie przynosi wyrazenie

na polozenie r , z ktérego, jak juz wspomniano, mozna wyznaczy¢ kompletny garnitur wielkosci kinematycznych.
Pozostaje tylko kwestia umiejetnosci rozwigzania réwnania rézniczkowego... Rozwiazywanie réwnan
rézniczkowych to dziedzina matematyki wyzszej. Zagadnienie to w dydaktyce matematyki na uczelniach wyzszych
wprowadzane jest w przedmiocie matematyki po uprzednim dobrym opanowaniu przez stuchaczy rachunku

rézniczkowego i catkowego.

Przyklad zastosowania ogélnej zasady dynamiki — ruch harmoniczny

W sytuacji, gdy sita przytlozona do okreslonej masy jest proporcjonalna do wspéirzednej ze znakiem przeciwnym,
wystapi ruch zmienny zwany harmonicznym. Sit¢ te wyrazimy nastepujaco: F = -kX. Litera K reprezentuje tu
wspoélczynnik proporcjonalnosci, ktéry jednoczesnie porzadkuje jednostki (F musi by¢ wyrazone w niutonach, X —

w metrach, zatem wymiar wspélczynnika K to N/m, co zapiszemy nastgpujaco: [K]=N/m). Wzorujac si¢ na

2
.. ) kX . : Cdx gy .
wyrazeniu 1.13 zapiszemy: & = ——— , a po wstawieniu definicji przyspieszenia —, = - . Ta druga postac jest
dt

rozpoznawana jako réwnanie rézniczkowe, ktérego rozwigzaniem jest funkcja X = Asin(ot+¢). W funkcji tej
argument sinusa to tzw. faza, ktéra jest liniowa funkcja czasu (faza = ot+¢). Litera ¢ reprezentuje tzw. faze

poczatkowa, ® - czgstose, czyli 27 razy czestotliwosé f, ktdra, z kolei, jest odwrotnoscia okresu T (f = 1/T).
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Podsumowanie

Mechanika dzieli sie na statyke i dynamike. W obrebie statyki tworzy sie réwnania ze zbilansowania sit
i momentéow sit. Ruch dzielimy na jednostajny i zmienny. Ruch jednostajny danej masy wystapi
woéwczas, gdy sity przytozone do tej masy réwnowazg sig. W szkole zapamietaliSmy ogélny ksztatt
algebraicznego szablonu na wspétrzedng w ruchu jednostajnym: x = xo + Vot. Ruch zmienny wystapi
wowczas, gdy sity nie sg zréwnowazone. ZapamietaliSmy w szkole szablon na wspétrzedng w ruchu
jednostajnie zmiennym: X = Xo + Vot + at®/2. Ruch jednostajnie zmienny jest szczegélnym przypadkiem
ruchu zmiennego, mianowicie wtedy, gdy wypadkowa sita jest stata w czasie. Ruchéw zmiennych
moze by¢ nieskonczenie wiele, ale tylko jeden omawiany byt w szkole — ruch harmoniczny. Ruch
harmoniczny odbywa sie wtedy, kiedy sita przytozona do masy jest proporcjonalna do wartosci
wspotrzednej ze znakiem przeciwnym. Dwa przyktady ruchu krzywoliniowego omawiano w szkole:
rzuty (poziomy i ukosny) oraz ruch po okregu.

Czytelnik moze czu¢ sie dobrze przygotowany do wyktadéw akademickich, jezeli potrafi samodzielnie
zbudowaé (zbudowaé! - nie odtworzyé z pamieci) wyrazenie na potozenie w rzucie ukosnym na
okreslonej wysoko$ci oraz na potozenie w ruchu jednostajnym po okregu. Natomiast, jako absolwent
szkoty $redniej zastuguje na ocene bardzo dobra, jezeli potrafi wyprowadzi¢ wspomniane szablony
algebraiczne na ruch jednostajny i jednostajnie zmienny, a na ocene celujgcg — jesli zdota
matematycznie wykazaé, ze przyspieszenie w ruchu jednostajnym po okregu jest caly czas

skierowane do srodka okregu.
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Rys. 1.24. Arkusz Excela z rozwigzaniem rzutu uko$nego.

W celu przeéwiczenia niektérych zagadnien prosze otworzy¢ ich rachunkowe rozwigzania (w excelu)

na stronie http:/kepler.am.gdynia.pl/ kryjace sie za przyciskiem ,Secondary school downloads” (na

rys. 1.24 znajduje sie arkusz Excela, gdzie widoczne jest rozwigzanie rzutu uko$nego; zmieniajac

samodzielnie wartosci danych mozna tam przesledzi¢ jak zmieniajq sie wyniki).

Uwaga ! Warto sprawdzi¢, czy dobrze rozumie sie pojecia: potozenie, przemieszczenie, trajektoria,
dystans/droga, modut przemieszczenia. W wykitadzie akademickim dochodzi jeszcze ,promien

krzywizny”. Wymiarem wymienionych wielkosci jest ,metr”.



