Drgania

2. DRGANIA

Fundamentalna idea drgan sa drgania harmoniczne proste. Stowo ’harmoniczne’ podkresla, ze
funkcja opisuje drgania typu sinus/cosinus, natomiast stowo ‘proste’ — Ze nie sa one ani ttumione
(rozdziat 2.2) ani z sita wymuszajaca (rozdziat 2.3).

2.1. Drgania harmoniczne proste

Zagadnienie drgan harmonicznych stanowi szczegdlny przypadek dynamiki. Chodzi tu o analizg
prostoliniowego ruchu masy m, na jaka dziata sila proporcjonalna do wspdirzednej, przeciwnie
skierowana, co wyraza funkcja 2.1.1:

F=-kx (2.1.1)
gdzie k = wspdtczynnik proporcjonalnosci.
F)=-kx _m
O— O 0
0 X

Rys. 2.1.1. Ruch harmoniczny.

Sita F nazywana jest sila kierujaca, poniewaz kieruje mas¢ m do poczatku uktadu - potozenia
réwnowagi.

Latwo wykaza¢, ze w takim przypadku masa m porusza si¢ ruchem harmonicznym. W tym celu
uwzgledniamy prawo dynamiki newtonowskiej (ze przys$pieszenie ciala jest proporcjonalne do
przylozonej sily, a wspétczynnikiem proporcjonalnosci jest odwrotno$¢ masy tego ciata):

-k x
a= (2.1.2)
m
oraz definicj¢ przyspieszenia
a= d’x (2.1.3)
e 1.
Z potaczenia 2.1.2 i1 2.1.3 powstaje rownanie rézniczkowe 2.1.4:
d’x _ -kx 2.14)
dt’ m -
Mozna zapisa¢ w postaci sumy, ktérej sktadniki - to wyrazenia przedstawiajace sity 2.1.5:
d’x
m—2+kX=0 (2.1.5)
dt

Pierwszy sktadnik to sita bezwtadno$ciowa (sita pozorna wynikajaca z ruchu zmiennego masy m),
drugi — sita zewngtrzna (rzeczywista sita dzialajaca na mase m).
Roéwnanie 2.1.4/2.1.5 posiada kilka rozwiazan w postaci nastgpujacych funkcji czsu:

X =Asin(wt+ @) (2.1.6)
x=Acos(wt+¢) (2.1.7)
kombinacja funkcji 2.1.612.1.7
x =Asin(wt+ @)+ Acos(wt+ @) (2.1.8)
oraz funkcja zespolona:
X=Acos(wt+ @)+ j Asin(wt+ @) (2.1.9)

Posta¢ algebraiczng funkcji zespolonej 2.1.9 mozna przeksztalci¢ w posta¢ wyktadnicza 2.1.10
(za pomoca tzw. wzoréw Eulera):

R = Al 2.1.9)



Drgania

EULER Leonhard (1707-1783), uczen Johana Bernoulliego,
matematyk, fizyk ifilozof szwajcarski, profesor uniwersytetu
w Petersburgu (na zaproszenie Katarzyny |, gdzie spedzit
wiekszo$¢ zycia) i Akademii Nauk w Berlinie, autor ponad okoto
1000 prac z dziedziny matematyki i zastosowan matematyki w
fizyce, balistyce, marynistyce, anawet muzyce. Pozostat
niezwykle aktywny naukowo do konca zycia, pomimo zupetnej
Slepoty, jaka dotkneta go 17 lat przed $miercia.

Wprowadzit do analizy matematycznej funkcje zespolone zmiennej
zespolonej i podat zwigzek miedzy funkcjami trygonometrycznymi
i funkcja wyktadniczg (np.: "= cosx + isinx).

Z posréd setek ciekawych zagadnien, jakie rozwigzat Euler, moze
by¢ tzw. zagadnienie mostow krélewieckich — mianowicie: Przez
dawny Krolewiec (obecnie Kaliningrad) przeptywata rzeka, w ktdrej
rozwidleniach znajdowaly sie dwie wyspy. Ponad rozwidleniami
rzeki przerzucono siedem mostow, z ktorych jeden fgaczyt obie
wyspy, a pozostate mosty tgczyty wyspy z brzegami rzeki.
Problem, ktérym zainteresowat sie Euler, byt nastepujacy: czy
mozna przej$¢ kolejno przez wszystkie mosty tak, zeby kazdy
przekroczy¢ tylko raz. Euler wykazaf, ze jest to niemozliwe,
a decyduje o tym nieparzysta liczba wylotow mostéw zaréwno na
kazda z wysp, jak i na oba brzegi rzeki. Rozwazat przy tym
ogolniejszy problem, starajac sie ustali¢ warunki, ktére muszg by¢
spetnione, zeby dany graf zamkniety mozna byto opisa¢ linig
ciggta w taki sposéb, by kazda krawedz tego grafu byta
obwiedziona tylko raz. Euler pokazat, ze jest to mozliwe wtedy i
tylko wtedy, gdy
w kazdym punkcie wezlowym tego grafu spotyka sie parzysta
liczba jego krawedzi.

Funkcje 2.1.6 1 2.1.7 w bezpos$redni sposéb odzwierciedlajg idee drgan harmonicznych prostych.
Parametrom tych funkcji nalezy przypisa¢ nastgpujace znaczenia:

A - amplituda drgan

ot+¢ - faza drgan

® - czesto$é

¢ - faza poczatkowa drgan
Uzyjmy funkcjg 2.1.6 do opisu drgan harmonicznych prostych. Nalezy sprawdzi¢, czy funkcja ta na
pewno spetnia réwnanie 2.1.5. W tym celu trzeba wyznaczy¢ drugg pochodng sprawdzanej funkcji i
umiesci¢ ja razem z funkcja pierwotng w réwnaniu 2.1.5:

-m A @’ sin(wt+ @) +k sin(@t + @) =0 (2.1.10)
Latwo zauwazy¢, ze powyzsze rownanie jest spelnione gdy
k
w=,— (2.1.11)
m

Zatem funkcja 2.1.6 opisuje w pelni drgania harmoniczne o czgstoSci ®. Dziatajac w podobny
sposob dochodzi si¢ do wniosku, ze funkcje 2.1.7, 2.1.8 1 2.1.9 takze opisuja drgania harmoniczne.
Jednak o funkcjach zespolonych 2.1.8 i 2.1.9 nalezy méwié, ze nie opisujq lecz reprezentujq
drgania harmoniczne proste.

Przyktadem przedstawionej idei drgan harmonicznych prostych moze by¢ cigzarek zawieszony
na sprezynie.
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Rys. 2.1.2. Cigzarek na sprezynie wykonujacy ruch harmoniczny prosty.

Sprezyna pelni w tym oscylatorze funkcj¢ czynnika wytwarzajacego site dziatajaca na masg.
Zalezno$¢ sily sprezyny od jej wydtuzenia musi mie¢ liniowy przebieg, to znaczy sprezyna musi
by¢ doskonale sprgzysta — przynajmniej w zakresie wydluzen nie wigkszych od amplitudy. W
przeciwnym razie ci¢zarek nie wykonywatby ruchu harmonicznego.
W zagadnieniu drgah harmonicznych uksztattowalo si¢ autonomiczne nazewnictwo:
sita F dzialajaca na mase¢ - sila kierujaca (uktad do polozenia réwnoawagi)
wspétrzedna x(t) - wychylenie
poczatek wspéirzednej (x =0) - polozenie rownowagi
maksymalna warto$¢ wspélrzgdnej - amplituda A
argument sinusa/cosinusa (ot +¢@) - faza
® - czgstose
f - czestotliwo$é = w/2m
¢ - faza poczatkowa
T - okresdrgan T =2m/ow = 1/f
Przydatno$¢ funkcji zespolonej (jako reprezentacji drgan) ujawnia si¢ najbardziej wowczas, gdy
przedstawiamy ja za pomoca wskazu w ukladzie nieruchomym (rys. 2.1.3a) lub w ukladzie
wirujacym z szybkoscia katowa  (rys. 2.1.3b).

a b

R =Acos(@t+¢)+ j Asin(@t+¢@) = A e

Rys. 2.1.3. Graficzne przedstawienie reprezentacji drgan harmonicznych prostych funkcja
zespolong w uktadzie nieruchomym (a) i w uktadzie wirujacym (b).
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2.1.1. Skladanie drgan prostopadlych
Zagadnienie sktadania drgan prostopadtych - to przyklad z kinematyki; polega na okres$laniu toru
ruchu okre$lonego przez potozenie:
r(t)=Acos(w, t+ @) i+ A,cos(w, t+@,) j (2.2.1)

Tor jest jednoznacznie okreslony przez uktad réwnan parametrycznych 2.2.2:

X = A] COS((DIt + (pl)

y = Az cos(ut + ¢2)
Obraz tak przedstawionego toru wytwarzany jest na wykresie y(X) poprzez zaznaczanie punktéw o
wspotrzednych obliczanych dla kolejnych wartosci parametru t. Obraz ten mozna uzyskaé takze na
ekranie oscyloskopu, jezeli przebiegi x(t) i y(t) z generatoréw podlaczymy odpowiednio do
zaciskéw odchylania pionowego i odchylania poziomego (rys. 2.1.1.1). Trudno$ci pojawiaja si¢ gdy
poszukujemy wyrazenia y = f(x). Mozna prébowa¢ je pokona¢ poprzez wyrugowanie parametru t.
Otrzymamy wéwczas funkcj¢ y(x), ktdrej ksztattu nie jesteSmy w stanie si¢ domysle¢. Zalezy on od
warto$ci az 6 parametrow: A, Ay, ®;, 0, @, P,.

(2.2.2)

yX) = A, cos(gtarccos =59, +9,) (22.3)
GENERATOR 1
LD
GENERATOR 2
@ Wejscie X
o 6/ Wejscie Y

Rys. 2.1.1.1. Zasada wytwarzania krzywych Lissajous na ekranie oscyloskopu.

Praktyczna przydatno$¢ powyzszej funkcji jest niewielka. Mozna jedynie wykaza¢, ze w
sytuacji gdy A = Ay, ®; = 0, 1 Q; = ¢, otrzymuje si¢ przebieg prostoliniowy.
Analiz¢ ksztaltéw toru wynikajacych z prostopadiego zlozenia ruchéw sinusoidalnych
przeprowadzit Lissajous. Wykazal on, Ze tor w postaci krzywej zamknigtej wyksztalca si¢ wtedy,
gdy stosunek czgstosci /0, drgan skladowych stanowi ulamek zwykly (stosunek liczb
naturalnych). Jak wspomniano, obrazy krzywych Lissajous mozna otrzymaé¢ na ekranie
oscyloskopu, a takze na ekranie komputera — postugujac si¢ chociazby pakietem obliczeniowym
Excel. Na rysunkach od 2.1.1.2 do 2.1.1.4 przedstawiono kilka przyktadéw krzywych Lissajous.

— T
&:1 O1_, O1_4 D1y O1_,
©2 2 [Op) \ 2 02
02-91=0 / (y-Q4=05n \ P2-01=n
e @2-P1=0,75n
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Rys. 2.1.1.2. Krzywe Lissajous uzyskiwane przy tych samych czg¢stosciach drgan sktadowych ale o
innych réznicach faz.
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Rys. 2.1.1.3. Krzywe Lissajous uzyskiwane przy tym samym stosunku czgstosci drgan sktadowych ale o
innych réznicach faz.

LISSAJOUS, Jules Antoine (1822-1880)

Fizyk franscuski, doktorat w 1855, professor fizyki w Lycée Saint-
Louis, rector Academii w Chambéry (1874) oraz Academii w
Besangon (1875). Cztonek Paryskiej Akademii od 1879. Snany z
zastosowania technik optycznych do obserwacji drgan. Zmart w
Plombiéres.

Rys. 2.1.1.4. Krzywe Lissajous uzyskiwane przy réznych czgstosciach drgan sktadowych
o réznicy faz 0,5 7.

2.1.2. Skladania drgan réwnoleglych
Zagadnienie sktadania drgan réwnolegtych sprowadza si¢ do problemu zsumowania dwéch funkcji
opisujacych drgania:
xi(t) = A cos(mit + @)
+ Xp(t) = A, cos(ont + @)
x({t)=7?
Rozwiazanie powyzszego przypadku moze by¢ tatwe w przypadku gdy rozwiazania poszukuje si¢
w sposOb numeryczny. Natomiast wzglednie tatwe analityczne rozwiazanie staje si¢ mozliwe tylko
w szczegllnych przypadkach. Pierwszy przypadek odpowiada sytuacji, gdy czgstosci drgan
sktadowych sa takie same (2.1.2.2).
X](t) = A] COS((Dt + (Pl)
+ Xo(t) = A, cos(ot + @)
X (t) = A cos(ot + Q)
Nalezy jedynie okresli¢ A oraz ¢. Przydatng staje si¢ wtedy reprezentacja zespolona drgan, a w

szczegolnoSci wskazy w ukladzie wirujacym z czgstos$cia drgan sktadowych. Na rysunku 2.1.2.1
przedstawiono 6w graficzny spos6b sumowania drgan.

(2.1.2.1)

(2.12.2)
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Rys. 2.1.2.1. Graficzne sktadanie drgan réwnolegtych.
W tym momencie okreslanie A i ¢ sprowadza si¢ do czynnosci trygonometrycznych.

Jezeli czgsto$ci drgan sa rézne, wtedy réwniez istnieje mozliwos$¢ analitycznego zsumowania
tych drgan, ale pod warunkiem, Ze majg t¢ sama amplitudg. Po prostu mozna zastosowa¢ wzdr na
sume sinusow:

@ Wz t

Asinont + A sinant=2A sin 5% ¢ cos A5 (2.12.3)
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Rys. 2.1.2.2. Sktadanie drgan o réznych czgstosciach.

W wyrazeniu 2.1.2.3 " COS@I !

to tzw. czynnik fazowy — informujacy, Ze sa to drgania

harmoniczne. Pozostata cze$é, czyli "2A COS@I ", wyraza amplitude tych drgan. Stad

wniosek, ze zlozenie drgan harmonicznych o réznych czgstosciach skutkuje powstaniem drgan
harmonicznych o czgstosci réwnej potowie sumy czgstosci drgan skladowych z amplituda
zmieniajaca si¢ z czgsto$cia réwna potowie réznicy czgstosci drgan sktadowych. Jezeli amplitudy sa
rézne, efekt jest podobny — co mozna wykaza¢ sumujac te drgania w sposéb numeryczny (rys.
2.1.2.3).

2.2. Drgania ttumione

Jezeli na mas¢ m oprdécz sity kierujacej dziala sita hamujaca, wtedy amplituda drgafn zmniejsza
si¢ z uplywem czasu. Przyjmuje sig, iz warto$¢ sily hamujacej jest proporcjonalna do szybkos$ci
ruchu i jest skierowana w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu. Wtedy réwnanie 2.1.4, po
uzupelnieniu o wyrazenie przedstawiajace sit¢ hamujaca przyjmuje posta¢ (2.2.1).
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dx _-kx-k9

(2.2.1)
dt’ m
Powyzsze réwnanie mozna przedstawi¢ w postaci bilansu sit (2.2.2):
d’x dx
m—2+kX +k'—=0 2.2.2)
dt t

Réwnanie rézniczkowe 2.2.2 posiada przyblizone rozwiazania zalezne od wartosci k’. Jezeli
wspotczynnik hamowania k’ jest dostatecznie maty, wtedy rozwiazanie przyjmuje nastgpujaca
postaé (2.2.3):

x()=A, e ™ cosmt (2.2.3)

gdzie B - to wspétczynnik tlumienia drgan zwiazany ze wspélczynnikiem hamowania
zaleznoscig 2.2.3.
2k'
B=— (2.2.3)
m

Przedstawiona idea drgan stabo-ttumionych znajduje zastosowanie np. w przykladzie
zanurzonego w cieczy cigzarka na spr¢zynie (rys. 2.9).

Rys. 2.2.1. Drgania harmoniczne ttumione.

Po wiaczeniu thumienia czgsto$¢ ulega zmniejszeniu, a wyraza to zalezno$¢ 2.2.3:
0=, 0. —p (2.2.3)

W przypadku gdy ttumienie jest silne, drgania traca charakter harmoniczny. Ich ewentualne
przebiegi - dla réznych intensywno$ci ttumienia - pokazano na rys.2.2.2. Jezeli tlumienie jest
krytyczne, to znaczy ®, = B, uktad réwnowagi powraca do stanu réwnowagi w czasie najkrétszym.
Wychylenie w takim ruchu opisuje zaleznos¢ 2.2.4:

x()=A(l+w, 1) e’ (2.2.4)

Rys. 2.2.2 Drgania silnie ttumione (drgania anharmoniczne). Przypadek a — drgania bardzo silnie
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thumione (ruch petzajacy), przypadek b — drgania silnie ttumione, przypadek ¢ — drgania
thumione krytycznie (uktad powraca do stanu réwnowagi w czasie najszybszym).

2.3. Drgania z sila wymuszajaca
Idea tego rodzaju drgan moze by¢ zapisana podobnie jak drgania harmoniczne proste oraz
drgania harmoniczne tlumione, czyli w postaci réwnania - bilansu sit:

d’x -k x-k'"%+F cosot

= (2.3.1)
dt? m
2
md—i( +kx+ k‘d—X =F cosot (2.3.2)
dt dt

Ide¢ t¢ mozna przedstawi¢ na praktycznym przyktadzie analogicznym jak dla drgan
ttumionych. Dodatkowy element stanowi sita wymuszajaca przylozona do oscylatora (rys.2.3.1)
- odpowiednik prawej strony w rdwnaniu 2.3.2.

JF()

!

Rys. 2.3.1. Przyktad oscylatora harmonicznego thumionego z sita wymuszajaca.

Réwnanie rézniczkowe 2.3.2 ma nastgpujace ogélne rozwigzanie:
x(t) = A(®) cosmt (2.3.3)
Ksztatt zaleznoSci amplitudy tych drgah od czgsto$ci drgan wymuszajacych zalezy od
wspoétczynnika ttumienia. Przedstawia to rysunek 2.3.2.

A
k’=mate
Ao K —bardzo? duze
: =,
o [0

Rys. 2.3.2. Zalezno$¢ amplitudy od czgstosci sity wymuszajacej.

Rozwiazanie réwnania 2.3.2 dla stanu ustalonego, czyli po dlugim czasie od momentu
przylozenia sity wymuszajacej, znajduje si¢ w rozdziale 7 (wyrazenie 7.4.5).



